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1. EINLEITUNG

Es sei Rein normierter Vektorraum tiber dem Korper der reellen oder
komplexen Zahlen und V eine nichtleere Teilmenge von R. Ein Element
Vo aus V heiBt eine beste Approximation oder eine Minimallosung fUr ein
Elementf aus R beztiglich V, wenn jedes Element v aus V der Ungleichung
IIf - VO II < Ilf - v II gentigt. Ausgangspunkt unserer Untersuchungen
bilden die beiden Verallgemeinerungen des Kolmogoroffschen Kriteriums
aus der Theorie der linearen Tschebyscheff-Approximation komplexwertiger
Funktionen. Urn diese Verallgemeinerungen zu formulieren, benotigen wir
zunlichst einige Definitionen.

Jedem Elementfaus R ordnen wir die Menge

Ef : = {L E R* : II L II < I A L(f) = Ilfll}

zu, die wir die Menge der Abweichungsfunktionale von f nennen. Diese
Menge ist konvex und a(R*, R)-kompakt. Folglich hat sie Extremalpunkte.
Die Menge dieser Extremalpunkte bezeichnen wir mit ~ .

Jedem Element Vo aus V ordnen wir die Menge der Elemente g aus R zu,
fUr die gilt: Ftir jede Umgebung U von g und fUr aIle E > 0 existiert eine
reelle Zahl 7J mit 0 < 7J < E und ein Element g' aus U mit Vo + 7Jg' aus V.
Diese Menge ist ein nichtleerer abgeschlossener Kegel mit dem Scheitel O.
Wir bezeichnen diese Menge mit 5l[vo ; V].

Nun lauten die beiden Verallgemeinerungen des Kolmogoroffschen
Kriteriums:
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370 BROSOWSKI AND WEGMANN

GLOBALES KOLMOGOROFFSCHES KRITERIUM. Gilt fur aUe v aus V die
Ungleichung

min Re L(v - vo) ~ 0,
LE4t _vo

so ist Vo eine MinimaUosung fur f bezuglich V.

LOKALES KOLMOGOROFFSCHES KRITERIUM. 1st Vo eine MinimaUosung jUr
das Element f bezuglich V, so gilt jUr aUe h aus 5l[vo ; V] die Ungleichung

min Re L(h) ~ O.
LEtit - vo

Einen Beweis dieser Kriterien findet man bei Brosowski [10]. 1m FaIle der
Approximation durch Elemente aus einer konvexen Menge sind beide
Kriterien notwendige und hinreichende Bedingungen fUr eine Minimallosung.
Jedoch sind im allgemeinen die obigen Kriterien nicht umkehrbar. Wir
nennen daher eine nichtleere Teilmenge Veines normierten Vektorraumes
eine Kolmogoroff-Menge 1. Art, wenn jede beste Approximation beziiglich
V dem globalen Kriterium gentigt, und eine Kolmogoroff-Menge 2. Art, wenn
das lokale Kriterium stets eine hinreichende Bedingung ffir eine beste
Approximation ist.

In der vorliegenden Arbeit geben wir notwendige und hinreichende Be..
dingungen dafUr an, daB eine Teilmenge Veines normierten Vektorraumes
eine Kolmogoroff-Menge 1. Art oder 2. Art ist.

Verschiedene Spezialfalle des lokalen Kolmogoroffschen Kriteriums
wurden schon frtiher von verschiedenen Autoren angegeben, so z.B. von
Meinardus und Schwedt [24] im FaIle der Tschebyscheff-Approximation
reeIl- oder komplexwertiger Funktionen, von B. Brosowski [12] im FaIle der
Tschebyscheff-Approximation von Funktionen mit Werten in einem Prae­
Hilbert-Raum, von Arold [1] im FaIle der L1-Approximation. In seiner hier
genannten allgemeinen Form wurde das lokale Kriterium erstmals von
Brosowski [8] angegeben. In dieser Arbeit wurde auch gezeigt, daB jede
Kolmogoroff-Menge 2. Art eine Kolmogoroff-Menge I. Art ist. Ferner wurde
in dieser Arbeit die Frage nach der Charakterisierung der Kolmogoroff­
Mengen 2. Art aufgeworfen. W. Krabs [22] nennt im FaIle der Tschebyscheff­
Approximation reeller Funktionen eine Charakterisierung der Kolmogoroff­
Mengen 2. Art, allerdings unter den zusatzlichen Annahmen, daB die Menge
V Frechet-differenzierbar von einem Parameter abhiingt und daB V eine
Kolmogoroff-Menge I.Art ist. In der vorliegenden Arbeit geben wir eine
allgemeine Charakterisierung der Kolmogoroffschen Mengen 2. Art (diese
Charakterisierung wurde unabhiingig auch von Hoffmann [20] gefunden) und



CHARAKTERISIERUNG BESTER APPROXIMATIONEN 371

zeigen als Anwendung, daB verschiedene fUr die Anwendungen wichtige
Funktionenfamilien eine Kolmogoroff-Menge 2. Art bilden.

Das globale Kolmogoroff-Kriterium wurde im FaIle eines normierten
Vektorraumes fUr die Approximation durch Elemente aus einem linearen
Teilraum von Singer [28] angegeben. Jedoch ist der Singersche Beweis fUr die
HinHinglichkeit dieses Kriteriums auch fUr beliebige Teilmengen V gi.iltig.
B. Brosowski [9] charakterisierte im FaIle des normierten Vektorraumes
C[Q, H] die Kolmogoroff-Mengen 1. Art durch die von ihm eingeflihrten
regularen Funktionenmengen. Ferner wurde von B. Brosowski [8, 10] in
beliebigen normierten Vektorraumen das folgende Kriterium angegeben:

SATZ 1. Eine Teilmenge V eines normierten Vektorraumes R ist genau
dann eine Kolmogoroff-Menge 1. Art, wenn Veine ex-Sonne ist.

Dabei heiBt eine Teilmenge Veine ex-Sonne, wenn flir jedes Element f in
R jede Minimallosung Do flir f beziiglich V auch eine Minimallosung fUr
Do + ,\ .(f - Do) mit ,\ ~ 1 ist. Man benutzt in diesem Satz zur Charak­
terisierung der Kolmogoroff-Mengen 1. Art eine andere approximations­
theoretische Eigenschaft der Menge V. Weitere derartige approximations­
theoretische Charakterisierungen der Kolmogoroff-Mengen I.Art mit Hilfe
einer Fixpunkteigenschaft der metrischen Projektion wurden von B.
Brosowski [7, 13, 14] und von Brosowski, Hoffmann, Schafer und Weber
[18, 19] angegeben. 1m Gegensatz dazu benutzt man im FaIle c[Q, H] bei
der Charakterisierung der Kolmogoroff-Mengen 1. Art durch die regularen
Mengen nur Eigenschaften der Menge V, ohne auf ein Approximations­
problem Bezug zu nehmen. Man hat also in diesem Fall eine geometrische
Charakterisierung der Kolmogoroff-Mengen 1. Art. Es erhebt sich die Frage
nach einer Verallgemeinerung des Regularitatsbegriffs auf normierte Vektor­
raume. Von verschiedenen Autoren sind bisher Regularitatsbegriffe (vgl.
Breckner und Kolumban [2,3] und Brosowski [8, 10]) flir den Fall eines
normierten Vektorraumes angegeben worden. Jedoch sind diese keine
Verallgemeinerung des von Brosowski [9, 12] im FaIle des Raumes c[Q, H]
angegebenen Regularitatsbegriffs, wie Brosowski und Weber [17] gezeigt
haben. In der vorliegenden Arbeit geben wir eine neue Definition des Be­
griffs der regularen Menge in einem normierten Vektorraum und zeigen, daB
eine Teilmenge eines normierten Vektorraumes genau dann regular ist, wenn
sie eine Kolmogoroff-Menge 1. Art ist. Mit diesem Nachweis ist klar, daB im
FaIle c[Q, H] die beiden Regularitatsbegriffe iibereinstimmen. Jedoch kann
man sie nicht elementar auseinander ableiten, wie der in Abschnitt 5 gegebene
Beweis zeigt. Eine wichtige Rolle bei der Untersuchung von Eindeutigkeits­
fragen spielt der Satziiber den Durchschnitt von Extremalsignaturen (vgl.
Brosowski [4, 5, 10, 11]). Wir fUhren im letzten Abschnitt Extremalsignaturen



372 BROSOWSKI AND WEGMANN

ein und beweisen, daB der "Durchschnittssatz" auch fUr die Kolmogoroff­
Mengen I. Art gtiltig ist. Ais Anwendung ergibt sich ein hinreichendes
Eindeutigkeitskriterium fUr Kolmogoroff-Mengen 1. Art, das im FaIle der
Tschebyscheff-Approximation im Raume c[Q, H] auch notwendig ist.
Ferner zeigen wir, daB sich ein Ergebnis von I. Singer [27] aus der Theorie
der linearen Approximationen auf die Approximation durch Elemente aus
Kolmogoroff-Mengen 1. Art verallgemeinern laBt.

2. CHARAKTERISIERUNG DER KOLMOGOROFF-MENGEN 2. ART

Es gilt der folgende

SATZ 2. Eine Teilmenge V eines normierten Vektorraumes R ist genau
dann eine Kolmogoroff-Menge 2. Art, wenn fur jedes Element f aus R und Vo
aus V die folgende Bedingung (S) erj'ullt ist:

(S) Gilt fur ein v aus V die Ungleichung Re L(v - vo) > 0 fur jedes L
aus Iff, , so gibt es ein h aus 5l[vo ; V] in der Art, daft Re L(h) > 0 fur jedes L
aus Iff, gilt.

Beweis. Notwendigkeit. Gegeben sei f aus R und Vo aus V mit
Re L(v - vo) > 0 fUr jedes L aus Iff,. Da jede Kolmogoroff-Menge 2. Art
eine I.Art ist (vgl. Brosowski [8]), ist Vo keine Minimallosung fUr f + Vo
bezuglich V. Da fUr Kolmogoroff-Mengen 2. Art das lokale Kolmogoroff­
Kriterium hinreichend ist, gibt es ein h aus 5l[vo ; V] mit Re L(h) > 0 fUr
jedes L aus Iff, .

Hinliinglichkeit. Gegeben sei ein Element Vo aus V und ein Element f aus
R mit der Eigenschaft

fUr jedes h aus 5l[vo ; V]. Dann folgt mit Hilfe der Bedingung (S) die Un­
gleichung

fUr jedes v aus V. Wegen der HinUinglichkeit des globalen Kolmogoroff­
Kriteriums ist Vo eine Minimallosung fUr f bezuglich V. Foiglich ist Veine
Kolmogoroff-Menge 2. Art.

Wir geben einige Beispiele fUr Kolmogoroff-Mengen 2. Art.
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BEISPIEL 1 (Konvexe Mengen). Da fUr jede konvexe Menge die Inklusion

v c Vo + 5l[vo ; V)

fUr aIle Voaus V gilt, ist bereits das Element v - Vo aus 5l[vo ; V). Foiglich ist
die Bedingung (S) aus Satz 2 erfullt. Wir haben somit

SATZ 3. Jede konvexe Menge ist eine Kolmogoroff-Menge 2. Art.

Das folgende Beispiel zeigt, daB nicht jede Kolmogoroff-Menge 2. Art
konvex ist.

BEISPIEL 2 (Verallgemeinerte rationale Funktionen im Raum C[Q)). Es
bezeichne C[Q) den normierten Vektorraum der auf dem kompakten Haus­
dorff-Raum Q stetigen reellwertigen Funktionen versehen mit der
Tschebyscheff-Norm. Fur jedes Elementfaus C[Q] besteht die Menge C, aus
den sogenannten Punktfunktionalen E • Lx, wobei sich E und x aus der
Beziehung

E • Lif) = E • f(x) = Ilfll, IE I = 1,

bestimmen. Mit den Bezeichungen

M t+ := {x E Q: f(x) = Ilfll}
und

M t - := {x E Q : -f(x) = Ilfll}

lautet im FaIle C[Q) die Bedingung (S):

(ST) 1st vex) - vo(x) > 0 fur jedes x aus M t+ und ist vex) - vo(x) < 0
fur jedes x aus M t-, so gibt es ein h aus 5l[vo ; V] in der Art, dajJ hex) > 0 fur
jedes x aus M f + und hex) < 0 fur jedes x aus Mj gilt.

Es seien U und W lineare Teilraume von C[Q]. Mit diesen definieren wir
die Menge

V:= l~ E C[Q] : (u, w) E U X W und V w(x) > 01,
W EQ

von der wir voraussetzen, daB sie nicht leer ist. Zu be1iebigen Elementen uolwo
aus V, u aus U, w aus W, zu jedem 0 > 0 und zu jedem E > 0 gibt es ein
'\0 > 0, fUr das gilt

und
'\0 < E.
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FoIglich gilt die Inklusion

I;0 - w' ;:2 EC[Q] : (u, w) EUX wI C 5l [ ~: ; V].
Es seien ulw und uo/wo aus V gegeben mit

und

u(x) _ uo(x) > 0
w(x) wo(x)

fUr x aus M f +

fUr x aus M f -
u(x) _ uo(x) < 0
w(x) wo(x)

fur ein f aus C[Q]. Wegen w(x) > 0 und wo(x) > 0 fur x aus Q foIgen die
Ungleichungen

u(x) _ w(x)' uo(x) > 0
wo(x) W 0

2(x)

fUr x aus M f -.

und

u(x) _ w(x)' uo(x) < 0
wo(x) w0

2(x)

Da ulwo - w . (uO/w0
2) aus 5l[uo/wo ; V] ist, folgt mit Hilfe von (ST), daB V

eine Kolmogoroff-Menge 2. Art ist. 1m FaIle dim W> list diese Menge
nicht konvex.

1m Beweis zu Satz 2 hatten wir benutzt, daB jede Kolmogoroff-Menge
2. Art auch eine 1. Art ist. Das folgende Beispiel zeigt, daB die Umkehrung
im aIlgemeinen nicht gilt.

BEISPIEL 3. Gegeben sei die (x, y)-Ebene E2 versehen mit der Norm

II(x, y)11 := max(1 x I , Iy I).

Ferner sei

V := {(x, y) E E2 : y = x 3}.

Fur das Element (0, 0) ist

5l[(0, 0); V] = {(x, y) E E2 : y = O}

Man uberlegt sich leicht, daB fUr die Elemente f := (0, 1) und vo : = (0, 0)
die lokale Kolmogoroff-Bedingung erfiillt ist und daB vokeine beste Approxi­
mation fUr f beziiglich V ist.
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Da es andererseits zu jedem f aus E2 genau eine Minimallosung fUr f
beziiglich V gibt, ist V eine Kolmogoroff-Menge I.Art.

Besonders wichtig fUr die Anwendungen ist der folgende Spezialfall. Es
sei Peine offene Teilmenge eines normierten Vektorraumes E und v : P --+ R
eine Frechet-differenzierbare Abbildung. Wir setzen

V:= {vaER: aEP},

wobei Va das Bild von a bezeichnet, und definieren fUr jedes ao aus P den
in R enthaltenen linearen Teilraum

wobei v~ die Frechetsche Ableitung von v an der Stelle aobezeichnet. Es gilt
o

die Inklusion i!a C .R[va ; V], vgl. Lobry [23] oder Brosowski [10]. Daher
o 0

gilt: 1st Va eine Minimallosung fiir fbeziiglich V, so gilt fUr jedes Element h
o

aus i!a die Ungleichung
o

min Re L(h) ~ O.
LE8'f_v

·0

(1)

Es erhebt sich die Frage, unter welchen Bedingungen diese Bedingung
hinreichend fUr eine Minimallosung ist. Eine Antwort gibt der

SATZ 4. Gegeben sei eine nichtleere Teilmenge V eines normierten Vektor­
raumes R, die Frechet-differenzierbar von einem Parameter abhiingt. Dann
gilt: Die Bedingung (1) ist genau dann hinreichend fur eine beste Approxima­
tion, wenn fur jedes Element f aus R undfur jedes Element Va aus V die folgende

o
Bedingung (SF) erft111t ist.

(SF) Gilt fur v aus V die Ungleichung Re L(v - vo) > 0 fur jedes L aus
~ , so gibt es ein h aus i!a in der Art, daft Re L(h) > 0 fur jedes L aus ~

o
gilt.

Der Beweis verliiuft analog zu dem von Satz 2.

3. KOLMOGOROFF-MENGEN 2. ART 1M RAUME C[Q, H]

Es sei nun C[Q, H] der normierte Vektorraum der auf dem kompakten
Hausdorff-Raum Q definierten stetigen Abbildungen in den Prae-Hilbert­
Raum H versehen mit der Tschebyscheff-Norm, die bekanntlich durch

Ilfll := max Ilf(x)IIH
"'EO



376 BROSOWSKI AND WEGMANN

definiert ist. Nach Singer [29] haben die Extremalfunktionale der Einheits­
kugel im Dualraum von qQ, H] die Form

L•. x : g ----* (E, g(x),

wobei E aus H mit II E IIH = 1 und x aus Q fest vorgegeben ist. Flir jedes
Elementf aus qQ, H] setzen wir

M f : = {x E Q : II f(x)[IH = Ilfll}.

Es gilt der

SATZ 5. Es sei V eine nichtleere Teilmenge des Raumes qQ, H]. Dann
sind die folgenden Aussagen iiquivalent:

(K2) V ist eine Kolmogoroff-Menge 2. Art.

(S) Fur aile f aus qQ, H] und aile Vo aus V gilt: Genugt ein v aus V der
Ungleichung

Re(f(x), v(x) - vo(x» > 0

fur jeden Punkt x aus M f , so gibt es ein h aus st[vo ; V] in der Art, daft

Re(f(x), h(x») > 0

fur jedes x aus M f gilt.

(S') Fur aile f aus qQ, H] und fur aile Vo aus V gilt: Genugt ein v aus V
der Ungleichung

Re(f(x), v(x) - vo(x» > 0

fur aile x aus einer abgeschlossenen Teilmenge A von Q, so gibt es ein h aus
st[vo ; V] in der Art, daft

Re(f(x), h(x» > 0

fur jedes x aus A gilt.

Beweis. Die Aquivalenz "(K2) <? (S)" folgt aus Satz 2, die Implikation
"(S') => (S)" ist trivial. Zum Nachweis der Implikation "(S) => (S')" seien
eine abgeschlossene Teilmenge A von Q und Elemente v, Vo aus V und f aus
R gegeben mit

Re(f(x), v(x) - vo(x» > 0
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fUr jedes x aus Ao Nun definieren wir eine Abbildung g aus c[Q, H] durch

wobei

Ia· f(x)
g(x):= II f(x)IIH

f(x)

fUr x E {x E Q : II f(x)IIH ~ a}

fUr x E {x E Q : Ilf(x)IIH ~ a},

a := inf Ilf(x)IIH > 0 ist.
xEA

Nach dem Lemma von Urysohn gibt es eine auf Q stetige reelle Funktion m
mit

m(x) := l~
fUr x E {x E Q : Re(g(x), v(x) - vo(x)) ~ O}
fUr x E A

und 0 ~ m(x) ~ I fUr jedes x aus Q. Fur jedes x aus Mmo g gilt dann die
Abschatzung

Re(m(x) . g(x), v(x) - vo(x) > o.

Nach der vorausgesetzten Bedingung (S) gibt es dann ein h aus R[vo ; V] mit

Re(m(x) 0 g(x), h(x)) > 0

fUr jedes x aus Mmo g • Da Mmo g die Menge A enthiilt und da

m(x) . g(x) = a 'f(x)/llf(x)IIH

fUr x aus A gilt, folgt auch

Re(f(x), h(x) > 0

fUr jedes x aus A, was zu beweisen waro
Die Bedingung (1) lautet im Faile des Raumes c[Q, H]: Fur aile b aus

E gilt die Ungleichung

min Re(f(x), v~o(b, x)) ~ O.
XEMf

Es gilt hier entsprechend zu Satz 5 der folgende

(2)

SATZ 6. Es sei V eine nichtleere Teilmenge von c[Q, H], die Frechet­
differenzierbar von einem Parameter abhiingt, der in einer offenen Menge P
eines normierten Raumes E variiert. Dann sind die folgenden Aussagen iiquiva­
lent:
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(K3) Fur aile f aus qQ, H] ist die Bedingung (2) hinreichend fur eine
M inimallosung.

(SF) Fur aile f aus qQ, H] und aile a aus P gilt: Genugt ein vaus V der
Ungleichung

Re(f(x), v(x) - vo(x» > 0

fur aile x aus M f ,so gibt es ein b aus E in der Art, dajJ

Re(f(x), vo'(b, x) > 0

fUr aile x aus M f gilt.

(S/) Fur aile f aus qQ, H] und fur aile a aus P gilt: Genugt ein v aus V
der Ungleichung

Re(f(x), v(x) - vix» > 0

fur aile x aus einer abgeschlossenen Teilmenge A von Q, so gibt es ein b aus E
in der Art, dajJ

Re(f(x), vo'(b, x» > 0

fur aile x aus A gilt.

Satz 6 beweist man genau wie Satz 5. Die Aquivalenz "(K3) -¢> (S/)" wurde
von W. Krabs [22] im FaIle H = IR, allerdings unter den zusatzlichen Be­
dingungen dim £0 < 00 und V eine Kolmogoroff-Menge 1. Art bewiesen.

Wir zeigen nun, daB die folgenden fUr die Anwendungen wichtige Funk­
tionenklassen Kolmogoroff-Mengen 2. Art sind. Es sei V eine nichtleere
Teilmenge von qa, b], die Frechet-differenzierbar von einem Parameter
abhiingt. ledem Element v aus V sei eine natiirIiche Zahl n(v) ;:?; 1 so zu­
geordnet, daB die beiden folgenden Bedingungen erfUIlt sind:

Fur aile v, Vo aus V hat jede Differenz v - Vo mit v =J= Vo hOchstens
n(vo) - 1 Nullstellen in Q (globale Haarsche Bedingung).
Filr aile Voaus V gilt dim £vo = n(vo) und £vogenilgt der Haarschen Bedingung
(lokale Haarsche Bedingung).

SATZ 7. Eine Teilmenge V von qa, b], die der globalen und lokalen
Haarschen Bedingung genugt, ist eine Kolmogoroff-Menge 2. Art.

Beweis. Wir zeigen, daB die Bedingung (S~) von Satz 6 erfUIlt ist, die in
diesem Fall lautet:

Fur aile v, Voaus V undfUr jede abgeschlossene Teilmenge A von [a, b] mit

v(x) - vo(x) =1= 0
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existiert ein h aus £!v mito

(v(x) - vo(x)) . h(x) > 0

379

fur aUe x aus A.

Es sei eine abgeschlossene Teilmenge A von [a, b] und v, Vo aus V mit
v(x) - vo(x) of=- 0 fUr x aus A gegeben. Dann hat die Differenz v - Vo wegen
der vorausgesetzten globalen Haarschen Bedingung hochstens k ::( n(vo) - 1
Nullstellen im Intervall [a, b], in denen die Differenz v - Vo ihr Vorzeichen
wechselt. Da £!v der Haarschen Bedingung geniigt, gibt es eine Funktion h

o
in £!v , die genau in diesen Punkten das Vorzeichen wechselt (vgl. Werner

o
[30)). Dann hat die Funktion h oder -h die verlangten Eigenschaften.

Nach Satz 6 und nach Karlin und Studden [21] sind die folgenden im
allgemeinen nichtlinearen Mengen Kolmogoroff-Mengen 2. Art.

n

v(x, a) := I aveYpX
v~1

n 2

v(x, a) := I ave(X-tv) ,
v~1

n

'" a
vv(x, a) := f.J --'----

v=1 X + tv '
av , tv E ~, tv > 0, x > o.

(a)

(b)

(c)

4. REGULARE MENGEN IN NORMIERTEN VEKTORRAUMEN

Wir bezeichnen mit SR die Einheitskugel eines normierten Vektorraumes,
also die Menge

SR := {IE R : Ilfll ::( I},

und mit Ep A die Menge der Extremalpunkte einer Teilmenge A eines
linearen Raumes. Die durch die u(R*, R)-Topologie in EpSR* induzierte
Topologie bezeichnen wir mit uEP(R*, R)- oder auch kurz mit uEP-Topologie.

Grundlegend fUr die weiteren Untersuchungen ist die folgende

DEFINITION 1. (l) Eine nichtleere Teilmenge V von R heiBt regular im
Punkte Voaus V, wenn fUr jedes Elementfaus R\ V, fUr jedes Element vaus V,
fUr jede reelle ZahI ,\ > 0 und fUr jede ~-v enthaltende uEP-abgeschlossene

o
Teilmenge A C EpSR* mit Re L(v - vo) > 0 fUr L aus A ein Element VA aus
V existiert mit
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(Rl) Re L(vA - VO) > Re L(f - VO) - Ilf - Vo II fUr L aus A;

(R2) II VA - Vo II < A.

(2) Eine Teilmenge V von R heiBt regular, wenn V in jedem Punkt aus
V regular ist.

Wir beweisen zunachst das folgende

LEMMA 1 (Variationslemma). Es sei V eine Teilmenge eines normierten
Vektorraumes R, die in Vo aus V regular ist. Ferner sei ein Element f aus R
gegeben. Gibt es ein Element v aus V mit Re L(v - vo) > Ofiir L aus ~-v ,so

o
enthiilt fiir jede positive reelle Zahl Adie Menge

U(A; vo) := {v E V: II v - Vo II < A}

ein Element VA mit

Ilf - vA II < Ilf - Vo II·

Beweis. Es geniigt die Behauptung fUr aBe hinreichend kleinen positiven
Azu beweisen. Sei

a := min Re L(v - vo).
LELf-vo

Die Menge

N := {L E };f-Vo : Re L(v - vo) = a}

ist konvex und u(R*, R)-kompakt, besitzt also nach dem Satz von Krein­
Milman mindestens einen Extremalpunkt. Dieser ist dann auch Extremal­
punkt von Lf-V ,liegt also in Cf - v . Mithin isto 0

a = min L(v - vo) > O.
LEcff-vo

Die Menge

ist eine uEP-offene Teilmenge von Ep SR* und enthiilt ~-vo. Es gilt die
Ungleichung

E* := sup Re L(f - vo) < Ilf - Vo II·
LEEpSR*\U

Wir beweisen diese Ungleichung indirekt und nehmen E* = Ilf - Vo II an.
Dann gibt es Funktionale L1 , L 2 , ... , L k , ... aus Ep SR*\ U mit der Eigenschaft
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Da SR* eine a(R*, R)-kompakte Menge ist, hat die Folge L 1 , L 2 •••• , L" ,...
einen a(R*, R)-Haufungspunkt Lo in SR* fUr den

Re Lo(f - vo) = Ilf - Vo II

und somit

gilt. Folglich ist Lo aus })f-v und somit Re Lo(v - vo) ?: a. Da andererseits
o

Re L,,(v - vo) ::::::; al2 fUr k = 1,2,... , gilt, erhalten wir einen Widerspruch.
Fur jedes Funktional L aus der aEp-abgeschlossenen Menge

gilt die Abschatzung Re L(v - Vo) ?: a12. Da V im Punkte Vo regular ist,
gibt es zu jeder positiven reellen Zahl ,\ ein Element VA aus V, das den Be­
dingungen

Re L(VA - vo) > Re L(f - Vo) - Ilf - Vo II

fUr L aus D und

genugt. Es sei nun ,\ so gewahlt, daB

o< ,\ < Ilf - Vo II - E*

(3)

gilt. Fur jedes Funktional L aus U gilt wegen der Ungleichung (3) die Ab­
schatzung

Fur jedes Funktional L aus Ep SR*\U gilt wegen 0 <,\ < Ilf - Vo II - E*
die Abschatzung

Re L(f - VA) = Re L(f - vo) - Re L(VA - Vo)

::::::; E* + II VA - Vo II < E* + ,\ < Ilf - VO II .

Folglich gilt fUr aIle,\ mit 0 < ,\ < Ilf - VO II - E* die Ungleichung

Re L(f - VA) < Ilf - Vo II
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fUr L aus Ep SR' . Mit Hilfe des Satzes von Krein-Milman beweist man dann
auch

Re L(f - VA) < It I - VO II

fUr alle L aus SR" Da SR' eine a(R*, R)-kompakte Menge ist folgt

III - VA II < III - VO II .

Aus dem Variationslemma ergibt sich die

Folgerung. Jedes lokale Minimum des Funktionals <P(v) := III - vii
auf einer Kolmogoroff-Menge 1. Art ist ein globales Minimum.

Ein Element Vo aus einer nichtleeren Teilmenge Veines normierten Vektor­
raumes R heiBt ein solarer Punkt von V, wenn fUr jedes Element/aus R gilt:
1st Vo eine beste Approximation fUr I beziiglich V, so ist Vo auch eine beste
Approximation fUr Vo + A . (f - vo) fUr jede nichtnegative reelle Zahl A.
Nach Brosowski [10] gilt das folgende

LEMMA 2. Ein Element Vo aus V ist genau dann ein solarer Punkt von V,
wenn fUr aUe I aus R gilt: 1st Vo eine beste Approximation fUr I bezuglich V, so
genugt jedes Element v aus V der Ungleichung

Wir beweisen nun den

SATZ 8. Eine Teilmenge V eines normierten Vektorraumes R ist genau dann
im Punkte Vo aus V regular, wenn Vo ein solarer Punkt von V ist.

Beweis. (a) Sei V in Vo regular. Nach Lemma 2 haben wir zu zeigen: 1st
Vo eine Minimallosung fUr I beziiglich V, so gilt

fUr aIle v aus V. Gibt es ein Element v aus V mit Re L(v - vo) > 0 fUr aIle
L aus @'i-vo ' so gibt es nach Lemma I ein Element VA aus V mit

III - VA II < III - Vo II·

(b) Sei Vo ein solarer Punkt von V. Gegeben sei ein Element I aus R\ V,
ein Element v aus V, eine positive reelle Zahl A und eine @'i-v enthaltendeo
aEP-abgeschlossene Teilmenge A von Ep SR', so daB

Re L(v - vo) > 0 (4)
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fUr aIle L aus A gilt. Wir haben zu zeigen, daB es ein VA aus V mit den Eigen­
schaften (Rl) und (R2) gibt. Da A die Menge ~-vo enthalt, ist wegen (4) Vo

keine Minimallosung fUr f bezuglich V. Da Vo ein solarer Punkt von V ist, ist
Vo auch keine Minimallosung fUr

bezuglich V fUr aIle p. > O. Es gibt daher ein w" aus V mit

Ilf" - w" II < Ilf" - Vo II = p. . Ilf - Vo II .

Se'i nun

o < p. < min (1, 2· 11/_ Vo II ).

Dann ist

II w" - Vo II :::;; Ilf" - w" II + Ilf" - Vo II < 2p. . Ilf - Vo II < A (5)

und

Ilf - w" II ~ Ilf - f" II + Ilf" - w" II < Ilf - Vo II. (6)

Wegen (5) erfUIlt VA : = w" die Bedingung (R2) und wegen (6) gilt

Re L(f - vo) - Re L(w" - vo) = Re L(f - w,,) < lif - Vo 11

fUr aIle L mit II L II ~ 1. Daraus folgt speziell fUr L aus A (da fUr diese L
stets II L II ~ 1 gilt) die Ungleichung

Re L(w" - vo) > Re L(f - vo) - Ilf - Vo II .

Aus dem vorstehenden Satz folgt der

SATZ 9. Es sei V eine nichtleere Teilmenge eines normierten Vektor-
raumes R. Die folgenden Aussagen sind aquivalent:

(A) V ist eine ex-Sonne.

(B) V ist eine Kolmogoroff-Menge 1. Art.

(e) V ist regular.

Wir geben das Beispiel

BEISPIEL 4. Es sei V eine Teilmenge von R, die sternfOrmig bezuglich Vo
aus V ist. Dann ist V regular in Vo •

Zum Nachweis sei ein Element v -=F Voaus V und eine beliebige Teilmenge
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A von Ep SR- mit Re L(v - Vo) > 0 fUr L aus A gegeben. Fur ..\ > 0 setzen
WIr

VA := ( 1 - 11 V !:.- Vo II) Vo + 11 v !:.- Vo 11 . v

mit 0 < f.L < min(llv - Vo II , ..\). Das Element VA ist aus V. Wir erhalten

Re L(vA- Vo) = II v !:.- V
o

II • Re L(v - vo) > 0 ;:?; Re L(f - Vo) - II f - Vo II

und

II VA - Vo 11 = II v !:.- V
o

II • II v - Vo II < ..\.

Aus diesem Beispiel ergibt sich der

SATZ 10. Jeder lineare Teilraum undjede konvexe Menge eines normierten
Vektorraumes R ist regular.

5. CHARAKTERISIERUNG DER REGULAREN MENGEN 1M RAUME qQ, H]

Die Approximation im Raume qQ, H] ist von Brosowski [9, 12] aus­
fUhrlich studiert worden. Von ihm werden gewisse Teilmengen von qQ, H]
regular genannt gemaB der folgenden Definition (Zur Unterscheidung nennen
wir die von Brosowski im Raume qQ, H] eingefiihrten reguHiren Mengen
C-regular und die oben eingefUhrten regularen Teilmengen in normierten
Vektordi.umen R-regular).

DEFINITION 2. (1) Eine nichtleere Teilmenge V von qQ, H] heiBt C­
regular im Punkte Voaus V, wenn fUr jedesfaus qQ, H] fUr jedes v aus V mit

Re(f(x) - vo(x), vex) - vo(x)) > 0

fUr x aus M t - v und fUr jede positive reelle Zahl ..\ ein Element VA aus V
o

existiert mit den folgenden Eigenschaften

(Rl) 2 Re(f(x) - vo(x), VA(X) - vo(x)) > II VA(X) - vo(x)ll~

fUr x aus M t - vo ;

(R2) II VA - Vo II < ..\.
(2) Eine nichtleere Teilmenge V von qQ, H] heiBt C-reguHir, wenn sie

in jedem ihrer Punkte C-regular ist.
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Da c[Q, H) ein spezieBer normierter Vektorraum ist, kann man auf
Teilmengen V von c[Q, H) auch den Begriff R-regular anwenden. Sowohl
fUr R-regulare Mengen als auch fiir C-regulare Mengen gilt:

Eine Menge V ist genau dann regular, wenn eine Minimallosung Vo fUr f
beziiglich V stets dem globalen Kolmogoroffschen Kriterium geniigt. Damit
ist klar, daB fUr Mengen aus C[Q, H) die beiden Regularitatsbegriffe aquiva­
lent sind. 1m folgenden Satz zeigen wir nun die Aquivalenz der beiden
Regularitatsbegriffe direkt.

SATZ 11. Jede R-regulare Teilmenge von C[Q, H) ist C-regular und
umgekehrt.

Beweis. (a) Es sei Vaus C[Q, H) R-regular in Vo aus V. Gegeben sei ein
f aus c[Q, H), ein v aus V mit

Re(f(x) - vo(x), v(x) - vo(x)) > 0

fUr x aus M f - v und eine positive reelle Zahl A. Dann ist Re Liv - vo) > 0
o

fUr aIle Funktionale Lx aus c[Q, H) von der Gestalt

(
f(x) - vo(x) )

L.,(g):= Ilf(x) _ vo(x)IIH ,g(x)

mit x aus M f - v . Diese Funktionale bilden gerade die Menge ~-v . Es isto 0

also Re L(v - vo) > 0 fUr aIle L aus ~-v . Da fUr die Approximation
o

beziiglich R-regularer Mengen das globale Kolmogoroff-Kriterium not-
wendig ist, kann Vo keine Minimallosung fUr f bezuglich V sein. Da femer
wegen der R-Regularitat jedes lokale Minimum des Funktionals
(j)(v) := Ilf - v II auf Vein globales Minimum ist, ist Vo auch keine Mini­
maBosung fUr f beziiglich

VA := {v E V: Ii v - Vo II < A}.

Es gibt also ein VA aus V mit lif - VA II < Ilf - VoII. Fur aBe x aus M f - vo
gilt dann

Ilf(x) - vlx)IIH < Ilf(x) - vo(x)IIH = Ilf - VoII.

Daraus folgt

o < Ilf(x) - vo(x)ll~ - Ilf(x) - vA(x)ll~

= (f(x) - vo(x),f(x) - vo(x)) - (f(x) - vlx),f(x) - vlx))
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fUr aIle x aus M f - vo • Da wegen VA aus VA auch II VA - Vo II < Agilt, sind damit
die Bedingungen (Rl) und (R2) der C-Regularitat im Punkte Vo gezeigt. Da
Vo beliebig in V gewahlt war, ist V also C-reguIar.

(b) Sei nun V in Vo C-regular. Gegeben sei ein Element f aus c[Q, H],
ein Element v aus V und eine ~-v enthaltende uEP-abgeschlossene Menge A

o
mit

Re L(v - vo) > 0

fUr L aus A und eine positive reelle Zahl A. Wir haben zu zeigen, daB ein
Element VA in Vexistiert, das den Bedingungen (Rl) und (R2) der R-Regulari­
tat genligt.

Die Funktionale aus ~-v haben die Gestalt
o

(
f(x) - vo(x) )

L.,(g) = II f(x) _ vo(x)IIH ,g(x)

mit x aus M f - v • Aus Re L(v - vo) > 0 fUr L aus A folgt dann
o

(
f(x) - vo(x) )

Re II f(x) _ vo(x)IIH ,v(x) - vo(x) > 0

fUr aIle x aus M f - v ,was gleichbedeutend ist mit
o

Re(f(x) - vo(x), v(x) - vo(x)) > 0

fUr aIle x aus M f - v • (Flir das weitere benutzen wir eine Beweisidee von
o

Brosowski [12].)
Wegen der Kompaktheit der Menge M f - v gibt es eine reelle Zahl a in der

o
Art, daB fUr jeden Punkt x aus M f - v die Ungleichung

o

Re(f(x) - vo(x), v(x) - vo(x)) ~ a > 0

gilt. Die Menge

u:= Ix E Q : Re(f(x) - vo(x), v(x) - vo(x)) > ~I

ist wegen der Stetigkeit der Abbildungenf - Vo und v - Vo offen und enthalt
die Menge M f - v • Flir jeden Punkt x aus Q\ U gilt die Abschatzung

o

Ilf(x) - vo(x)IIH < Ilf - VoII·

Da Q\ U abgeschlossen und folglich kompakt ist, folgt

E* := max Ilf(x) - vo(x)IIH < Ilf - VO II.
xEQIU
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Fur jeden Punkt x aus U gilt die Abschiitzung

a
Re(f(x) - vo(x), vex) - vo(x)) ~ 2" > o.

Es gibt daher eine reelle Zahl c in der Art, daB

[[f(x) - vO(X)[[H ~ C > 0

fUr aile x aus U gilt. Fur jedes x aus Q setzen wir

1

f(x) - vo(x)
g(x):= c· -:7

1
[-';;-f(7-x-:!-)- VO(X)[[H

f(x) - vo(x)

fUr x E {x E Q : [If(x) - vo(x)IIH ~ c}

fUr x E {x E Q : [[f(x) - VO(X)[[H :::;; c}.

Damit ist g eine stetige Abbildung von Q in H. Nach dem Lemma von
Urysohn gibt es eine auf Q stetige reelle Funktion m mit den Eigenschaften

m(x) := l~
fUr x E {x E Q : Re(g(x), vex) - vo(x)) :::;; O}
fUr x E U

und 0 :::;; m(x) :::;; I fUr jedes x aus Q. Nun setzen wir h := m . g. Dann gilt
fUr jeden Punkt x aus Mil die Abschiitzung

Re(h(x), vex) - vo(x)) > o.

1st namlich x aus Mil , so ist

m(x) . I[ g(x)IIH = II h(x)I[H = [[ h I[ > 0

und somit m(x) > 0 und Re(g(x), vex) - vo(x)) > O. Aus den letzten beiden
Ungleichungen folgt die behauptete Ungleichung.

Wegen der vorausgesetzten C-Regularitat gibt es zu dem Element v aus V,
zu dem Element h aus c[Q, H] und zu jeder reellen Zahl11' > 0 ein Element
v" , das den Bedingungen

2 Re(h(x), v,,(x) - vo(x)) > I[ v,,(x) - vo(x)[[t-

fUr x aus Mil und

II v" - Vo [I < 11' (7)

geniigt. Wegen M" ~ V und I[f(x) - vo(x)I[H ~ c fUr x aus V folgt weiter

2 Re(f(x) - vo(x), v,,(x) - vo(x)) > [[ v,,(x) - vo(x)[It-

fUr x aus V.
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Es sei nun fL eine reeIle Zahl, die der Bedingung 0 < 1L < Ilf - Vo II - E*
genugt. Dann gilt fUr jeden Punkt x aus U die Beziehung

Ilf(x) - vix)ll;'

= Ilf(x) - vo(x) - (v,,(x) - vo(x»II;'

~ Ilf - Vo11 2 - 2 Re(f(x) - vo(x), vl'(x) - vo(x» + II vix) - Vo(x)II;' ,

aus der mit der oben bewiesenen Ungleichung

2 Re(f(x) - vo(x), v,,(x) - vo(x» > II vix) - vo(x)ll;'

die Abschatzung

Ilf(x) - vix)ll;' < Ilf - Vo 11 2

folgt. Fur jeden Punkt x aus Q\U gilt wegen 0 < A < Ilf - Vo II - E* die
Abschatzung

Ilf(x) - vix)IIH = Ilf(x) - vo(x) - (v,..(x) - vo(x»IIH

~ II f(x) - vo(x)11 + II v,,(x) - vo(x)IIH

< E* + Ilf - VO II - E* = Ilf - Vo II·

Foiglich gilt fUr aIle fL mit 0 < 1L < Ilf - Vo II - E* die Ungleichung

die gleichbedeutend mit der Ungleichung

Re L(f - v,,) < Ilf - Vo II

fUr aIle L aus c[Q, H]* mit II L II = list und somit auch fUr aIle L aus A
gultig ist.

Wahlen wir fL mit 0 < 1L < A, so genugt dieses v" wegen der vorstehenden
Betrachtung der Bedingung (RI) und wegen der Ungleichung (7) der Be­
dingung (R2) der R-Regularitat. Foiglich ist V R-reguliir im Punkte vo ' Da
Vo beliebig in V gewahlt war, ist V daher R-reguliir.

6. BEWEIS DES DURCHSCHNITTSSATZES FOR KOLMOGOROFF-MENGEN 1. ART

Wir veraIlgemeinern den von Rivlin und Shapiro [26] eingefUhrten Be­
griff der Extremalsignatur auf normierte Vektorraume.
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DEFINITION 3. (1) Eine nichtleere uEP-abgeschlossene Teilmenge A von
Ep SR' heil3t eine Signatur, wenn es ein vom Nullelement verschiedenes
Elementf aus R gibt mit @/ :J A.

(2) Eine Teilmenge A C R* heil3t extremal fUr das Element Vo aus V
beztiglich einer Teilmenge V von R, wenn jedes Element v aus V der Un­
gleichung

min Re L(v - vo) ~ 0
LEA

gentigt.

Mit Hilfe dieser Definition Ial3t sich das globale Kolmogoroff-Kriterium
folgendermaBen formulieren:

Wenn die Signatur @/-v extremal ist fUr Vo beztiglich V, dann ist Vo Mini-o
mallosung fUr f beztiglich V.

Wir beweisen nun den

SATZ 12. Gegeben sei eine Kolmogoroff-Menge 1. Art V eines normierten
Vektorraumes R, ein Element f aus R und eine Teilmenge T von V. Dann gilt:
Die Teilmenge T von V ist genau dann eine Menge von Minimallosungen fur
das Element f aus R, wenn der Durchschnitt

Ll := n tfft - v
VET

extremal fur aile v aus T ist.

Beweis. Hinliinglichkeit. Sei Vo beliebig aus T. Da Ll extremal fUr Vo ist,
ist auch @/-v extremal fUr Vo ' Folglich ist Vo eine Minimallosung fUrfbezlig-

o
lich V.

Notwendigkeit. Wir beweisen die Notwendigkeit in mehreren Schritten.

Zunachst zeigen wir durch vollstandige Induktion nach n die folgende
Aussage:

(1) Fur aile f aus R gilt: Sind VI, ... , Vn Minimallosungen fur f bezuglich V,
dann gibt es zu jedem v aus Vein L aus

n

r:= () Et - vv
v=l

mit
Re L(v - vJ :;::;; 0

fur aile v = 1, ... , n.

Aus (1) folgt dann unmittelbar, daB r extremal ist fUr jedes der Elemente
VI, •.. , V n beziiglich V.
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Da V eine Kolmogoroff-Menge I. Art ist, ist flir jedes Element f aus R und
flir jede Minimallosung v fUr f die Menge .Ef - v extremal fUr v bezliglich V.
Die Behauptung (1) gilt also flir n = 1.

Nun zeigen wir, daB die Behauptung (I) flir n + I gilt, wenn sie flir n
gliltig ist. Es seien

Minimallosungen flir f bezliglich V und vein beliebiges Element aus V. Wir
haben dann zu zeigen, daB es ein Funktional L aus R gibt mit den folgenden
Eigenschaften:

wobei wir

IILII = I;

L(f - vv) = E(f; V), v = 1,2,... , n + I;

v = 1,2,... , n + I,

E(f; V) := infllf - v II
VEV

(8)

(9)

(10)

gesetzt haben. Es sei bemerkt, daB es im FaIle der Ungleichungen (10)
genligt nur die Ungleichung fUr v = 1 zu beweisen. Die librigen Ungleichun­
gen folgen mit Hilfe von (9) aus der flir v = 1.

Nun definieren wir flir jede nichtnegative reelle Zahl >t das Element

und die Menge

SA := {g E R : lit. - g II < (1 + >t) . E(f; V)}.

Nun gilt fUr aIle g aus So die Ungleichung

IlfA - g II ~ IIfA - fll + Ilf - g II < >t . IIf - vn +111 + E(f; V)

= (1 + >t) • E(f; V).

Foiglich gilt die Inklusion So C SA fUr aIle >t ?: O.
Da eine Kolmogoroffsche Menge 1. Art nach Satz 1 eine <X-Sonne ist, ist

V n+1 auch eine Minimallosung fUr fA bezliglich V, wobei

lit. - vn +111 = (1 + >t) • Ilf - vn +111 = (1 + >t) • E(f; V)
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gilt. Nun gilt fUr v = 1,2,... , n die Abschiitzung

11f" - V V II ~ lifA - fll + Ilf - V V II = A 'ilf - vn+111 + E(f; V)

= (1 + A) . E(f; V).
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Folglich sind auch VI' V2 , ••• , Vn Minimallosungen fUr fA beziiglich V. Nach
Induktionsvoraussetzung gibt es fiir die Elemente VI' V2 , •.• , Vn und fiir das
Element};. zu dem Element V aus Vein Funktional L aus R mit den folgenden
Eigenschaften:

v = 1,2,... , n.

IILII = 1;

L(};. - vv) = (1 + A) . E(f; V),

ReL(v - vv) ~ 0,

v = 1,2,... , n;

(8*)

(9*)

(10*)

Wir zeigen nun, daB fiir A> 0 dieses Funktional L den Bedingungen (8),
(9) und (10) geniigt. Dazu haben wir gemaB der Bemerkung nach den
Ungleichungen (10) nur noch zu zeigen, daB

L(f - vv) = E(f; V)

fiir v = n + 1 gilt. Die Hyperebene

H:= {g E R : Re L(g) = Re L(vI )}

ist eine Stiitzhyperebene an die Menge SA mit dem Stiitzpunkt VI . Es gilt
namlich fiir jedes g aus SA wegen

Re L(f - g) ~ II};. - gil < (1 + A) . E(f; V) = Re L(fA - VI)

die Ungleichung

Re L(g) > Re L(vI ).

Ferner ist VI aus oSA (') H. Wegen So C SA und VI aus oSo ist Hauch eine
Stiitzhyperebene an So mit dem Stiitzpunkt VI' Folglich gilt L(f - VI) =
Ilf - VIII = E(f; V). Wegen Bedingung (9*) folgt dann

L(f - vv) = E(f; V)

auch fUr v = 2, 3,... , n. Ware nun L(f - Vn+1) -=1= E(f; V), so folgt

Re L(fA - Vn +1) < (1 + A) . E(f; V)
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und somit auch

und

Damit ist
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Re L(f - Vn+l) < E(f; V)

Re L(fA - I) < A . E(f; V).

(1 + A) . E(f; V) = L(ft. - Vi)

= Re L(fA - f) + Re L(f - Vi) < A '111 - viii

+ III - Vi II = (1 + A) . E(f; V).

Dieser Widerspruch zeigt uns, daB auch

ist. Damit ist die Behauptung (1) bewiesen.

(2) Fur aileI aus R gilt: 1st T C V eine Menge von Minimallosungen fUr I
bezuglich V, so ist

r:= n };f-V
veT

extremal jUr jedes Element V aus T.

Wir beweisen indirekt und nehmen an, es gebe ein Vo aus Tund einvaus V mit

ReL(v - vo) > 0

flir aIle L aus r. Dann gilt

r n {L E SR' : Re L(v - vo) ~ O} = 0.

Wegen der CT(R*, R)-Kompaktheit der Menge

gibt es dann endlich viele E1emente Vi , v2 , .. , vn aus T, so daB

nn (};t-vv n {L E SR' : Re L(v - vo) ~ On = 0
v=o

gilt, was jedoch wegen (1) nicht mog1ich ist.
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(3) Beweis von Satz 12. Nach dem unter (2) Bewiesenen ist r extremal
fUr jedes Element aus T. Daher ist nach [10], Lemma 2, wegen

Ep (n L't-v) = Ep(SR') n nL't-v
veT vET

= n (Ep(SR') n L't-v)
vET

auch L:l extremal fUr aIle v aus T.

7. EINIGE FOLGERUNGEN AUS DEM DURCHSCHNITTSSATZ

Wir bezeichnen mit con A die konvexe Rulle einer Teilmenge A eines
linearen Raumes und setzen fUr jedes Element f eines normierten Vektor­
raumes R und fUr jede reelle Zahl ex ~ 0

K[f; ex] := {g E R : IIf - g II ~ ex}.

Ferner setzen wir

Pv(f):= {v E V: Ilf - v II = E(f; V)}.

Wir beweisen den

SATZ 13. Es sei V eine Kolmogoroff-Menge 1. Art im normierten Vek­
torraum R. Dann gilt fur alie f aus R die Inklusion

con Pv(f) C oK[f; E(f; V)].

Beweis. Gegeben seien die Elemente VI' V2 ,... , Vk aus PvC f)· Dann gilt
fUr aIle nichtnegativen reellen Zahlen PI , P2 ,... , Pk mit PI + P2 + ... + Pk = 1
die Abschiitzung

k k

Ilf - L PxVx II ~ L Px Ilf - Vx II = E(f; V).
x=1 x=1

Nach dem Durchschnittssatz gibt es ein Funktional

(11)

mit L(f - vx) = E(f; V) fUr K = 1,2,.... k. Dann gilt fUr aIle nichtnegativen
reellen Zahlen PI , P2 ,... , Pk mit PI + P2 + ... + Pk = 1 die Gleichung

k k

L (J - L Pxvx) = L L(f - vx) = E(f; V),
x=1 x=1
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aus der die Abschiitzung

iII- ±p"v" II ~ E(f; V)
,,~l

folgt. Zusammen mit der Abschiitzung (11) gilt also

k

Ilf- L P"V" II = E(f; V).
,,~l

Foiglich gilt con Pv(f) C oK[f; E(f; V)].
Mit Hilfe von Satz 13 verallgemeinern wir nun ein Ergebnis von I. Singer

[27] aus der Theorie der linearen Approximation auf die Approximation
durch Elemente aus Kolmogoroff-Mengen I. Art. Zuniichst einige Vor­
bereitungen:

Wir bezeichnen mit I(A) die lineare Mannigfaltigkeit, die von einer Teil­
menge A eines normierten Vektorraumes R aufgespannt wird, d.h. die Menge

I(A) := {Ax + (I - A) y E R : y, x E con A und - 00 < A < + oo}.

Flir 0 ~ dim I(A) < 00 erkliiren wir die Dimension einer Menge A aus R
durch

dim A := dim I(A).

Nach Singer [27] definieren wir:

DEFINITION 4. Ein normierter Vektorraum R ist genau dann k-strikt
konvex, wenn flir je k + 1 Elemente Xo , Xl"'" Xk aus R die Gleichung

II Xo + Xl + ... + Xk II = II Xo II + II Xl II + '" + II Xk II

die lineare Abhiingigkeit der Elemente xo , Xl"'" Xk impliziert.

1m FaIle k = 1 fallt die k-strikte Konvexitiit mit der liblichen strikten
Konvexitiit eines normierten Vektorraumes zusammen. Wir benotigen das
folgende

LEMMA 3 (I. Singer [27]). Ein normierter Vektorraum R ist genau dann
k-strikt konvex, wenn jede konvexe Teilmenge der Sphiire

{X E R : II X II = I}

hochstens die Dimension k - 1 hat.
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Nun ergeben sich aus Satz 13 mit Hilfe des Singerschen Lemma die beiden
Folgerungen.

Folgerung 1. In einem k-strikt konvexen Raum ist fUr jede Kol­
mogoroff-Menge 1. Art die Menge der Minimallosungen hochstens (k - 1)­
dimensional.

Folgerung 2. In einem strikt konvexen Raum ist jede Kolmogoroff­
Menge 1. Art eine Tschebyscheff-Menge.

Dabei heiBt eine Teilmenge V von R genau dann eine Tschebyscheff­
Menge, wenn es zu jedem f aus R hochstens eine Minimallosung fUr f beziig­
lich V gibt.

Folgerung 1 enthiilt als Spezialfall den von Singer [27] behandelten Fall
linearer Raume.

Mit Hilfe des Durchschnittssatzes beweisen wir nun fUr Kolmogoroff­
Mengen 1. Art ein hinreichendes Eindeutigkeitskriterium, das wir in der
folgenden Form aufschreiben:

SATZ 14. Es sei V eine Kolmogoroff-Menge 1. Art in einem normierten
Vektorraum R.

1st V keine Tschebyscheff-Menge, so gibt es Elemente v, Vo aus V und eine
Extremalsignatur E fur Vo bezuglich V mit L(v - vo) = 0 fur alle L aus E.

Beweis. 1st V keine Tschebyscheff-Menge, so gibt es ein f aus R mit min­
destens zwei Minimallosungen Vo und v beziiglich V. Dann ist nach dem
Durchschnittssatz die Signatur ~-v n ~-v extremal fUr Vo beziiglich V und

o
es gilt L(v - vo) = 0 fUr aIle L aus ~-v n ~-v .o

Mit Hilfe von Satz 14 und der Darstellung der Extremalfunktionale der
Einheitskugel im Dualraum von R kann man die Hinlanglichkeit verschie­
dener Eindeutigkeitskriterien in konkreten Funktionenraumen neu herleiten
bzw. verallgemeinem. Wir erlautem diese Herleitung an einem sehr ein­
fachen Beispiel der linearen Tschebyscheff-Approximation im Raume C[Q]
der stetigen komplexwertigen Funktionen auf einem kompakten Hausdorff­
Raum Q.

BEISPIEL 5. Es sei Vein 1inearer Teilraum der Dimension n von C[Q], der
der Haarschen Bedingung geniigt, d.h. fUr aIle v, Vo aus V mit v =1= Vo hat
die Differenz v - Vohochstens n - 1 NuIlsteIlen in Q. Man iiberlegt sich femer
leicht, daB jede Extremalsignatur fUr Vo aus V beziiglich V mindestens n + 1
Elemente enthalt. Wegen der Darstellung der Extremalfunktionale von SC[Q]'

durch
f --+ E • f(x)
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mit x aus Q und € E C, I € I = 1, folgt aus der Haarschen Bedingung, daB
fUr aIle D, Do aus V und jede Extremalsignatur E fUr Do beziiglich V mindestens
ein L aus E existiert mit L(D - Do) =I:- O. Dann ist nach Satz 14 V eine
Tschebyscheff-Menge.

Es sei bemerkt, daB in diesem Fall die Bedingung von Satz 14 auch not­
wendig ist. Man kann sogar zeigen, daB diese Bedingung auch fUr
Kolmogoroff-Mengen 1. Art im Raume C[Q, H] notwendig und hinreichend
fUr die eindeutige Losbarkeit des Approximationsproblems ist (vgl. Brosowski
[9]). Jedoch ist im allgemeinen diese Bedingung keine notwendige Bedin­
gung. Das zeigen die Untersuchungen von Brosowski [6, 11], Brosowski und
Loeb [IS], Brosowski und Stoer [16] undMiiller[25]iiberdieTschebyscheff­
Approximation differenzierbarer oder analytischer Funktionen.
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